Capitulo 3: Aplicacién a la propagacion de errores
Curso: Control Estadistico de procesos

Propagacion de errores

Cuando la cantidad deseada M es relacionada directamente a cantidades
medidas M1, M2, ... Mn por la ecuacion

M =% (My, My, My, M,) (2.1)

M se convierte en una cantidad medida indirectamente. En general, el valor de
M no puede ser conocido porque los valores de M;, My, ... , M, son
desconocidos, pero el valor mas probable de M, denotado por Q, puede ser
calculado insertando los valores mas probables de M;, My, ... , M, denotados
por gi, gz, ..., On €n (2-1). Evidentemente, los errores en las cantidades
medidas directamente resultardn en un error en la cantidad calculada, el valor
de la cual es importante acertar. Si las mediciones originales estan
disponibles, un procedimiento obvio seria calcular el valor de M
correspondiente para cada juego de mediciones. La media de todos estos
valores calculados sera entonces obtenida y los errores caracteristicos de la
media calculados del residual.

Sin embargo, muy frecuentemente, los Unicos datos disponibles son qi, q2, ...,
gn junto con sus caracteristicos errores, de los cuales es necesario estimar los
errores caracteristicos en Q. Puede ser que di, g2, ..., O, Sean los valores
calculados mas probables de un juego de observaciones, o pueden ser
meramente valores estimados empleados en una discusion preliminar de la
medicion propuesta. En estos casos, se vuelve necesario ingeniar un
procedimiento para relacionar los errores en las cantidades medidas al error en
la cantidad calculada.

Dicho procedimiento hace posible la solucion de los dos problemas
fundamentales de las mediciones indirectas:

1. Dados los errores de varias cantidades directamente medidas, calcular
el error de cualquier funcion de esas cantidades.

2. Dado un error prescrito en la cantidad a ser indirectamente medida,
especificar los errores permitidos en las cantidades a ser directamente
medidas.

El método es como sigue: En términos de las cantidades mas probables, (2-1)
puede ser escrita

Q= 10y, Gy Tyrovrrern a.) (2.2)

El cambio diferencial en Q correspondiente a un cambio diferencial en cada
una de las g's es

Y oy oy
dQ=—2dg, +—2-d0.cvrereeeren... - d 2.3
Q 50, a, 50, ad, 50 ol (2.3)

n

Donde dy/dq, denota la derivada parcial de y con respecto de gy, y es obtenida

diferenciando y con respecto de (,, con todas las otras q's consideradas
constantes.
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Si las diferenciales dqg;, dgz, ..., dg, son reemplazadas por pequefios
incrementos finitos AqQi, AQz, ..., AQn, los resultados son una buena
aproximacion® para AQ en la expresién

AQ =Y Aq + Y AQ + o + Y Aq (2.4)
q

Las cantidades Aqi, AQy, ..., AQn pueden ser consideraras como errores en gy,
J2, ---» On Y (2-4) provee una medios para calcular el error resultante en la
funcidn. La ecuacion (2-4) sostiene para cualquier tipo de errores, solo dado
gue las cantidades sean pequefias. Por otro lado, (2-4) no utiliza toda la
informacion que pueda estar disponible y consecuentemente frecuentemente
sobreestima el error en Q. el siguiente ejemplo ilustrara el uso de (2-4) y
también sefalara sus defectos.

CASO 2.1

Durante el curso de un analisis de desempefio de planta se hace necesario
determinar la velocidad promedio de agua fluyendo por cierto tubo. EI método
mas conveniente de medicion es uno indirecto; medicion del peso W de agua
circulando durante el tiempo t, medicion del diametro D del tubo y el céalculo de
la densidad p del aguay la relacion

W 4W
Vo =—7"2—=
tAp =nD°tp

(2.5)

Antes de hacer cualquier medicion, el ingeniero decide calcular la incertidumbre
de su resultado por medios basados en la Eqg.(2-4). Respectivamente, estima
los valores de las variables y su incertidumbre como sigue:

1. Peso del agua. Informacion concerniente a las balanzas de peso esta
disponible en juegos de 100 Ib como una figura conveniente para el peso
de agua a ser recolectado. La balanza particular a ser usada todavia no
es conocida. Sin embargo, el ingeniero reconoce que algunas de las
balanzas en la planta estdn en mala condicién y, en el caso de ser
utilizadas, toma una incertidumbre “conservativa” de £5Ib.

! Las limitaciones en esta aproximacion por medios del primer diferencial pueden llegar a ser més claros
de las siguientes consideraciones: Los es de Ags, AQy, ..., Ad, en las cantidades g3, 0, ..., ¢, producird un
error correspondiente AQ en Q de acuerdo con la ecuacién

Q+AQ=7v(0, +Ady, G, +Al,,......... .G, +Ad,)
Expansion de y en la vecindad de qy, ga, ..., g, por medios del teorema de Taylor da

) ) 1)
Q+AQ =7(00pyeevenee. qn)+—yAq1+—yAq2+ .......... +—yAqn+
SQ1 6(]2 n
2 A 2
g ); (Aq,) e (Terminos en orden superior)
og° 1.2

Si las cantidades Aq son pequefias, los términos de orden superior son despreciables, y la expresion se
reduce a (2-5).
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2. Tiempo de recoleccion de muestra. Informacion previa indica que
aproximadamente 70 segundos seran requeridos para recolectar una
muestra de 100 Ib. Un reloj eléctrico sera usado para medir el tiempo
transcurrido.  El ingeniero siente que el error humano y del reloj
combinados no excederda+1s.

3. El area del tubo. EI diametro nominal del tubo es 1 in. Tomando en
consideracion las desviaciones de un circulo perfecto, error del pie de
rey, etc., el ingeniero mentalmente estima una incertidumbre del
diametro del tubo no excediendo a + 0.03 in.

4. Densidad del agua. La temperatura del agua serd aproximadamente
60°F. La densidad del agua a 60°F es 62.34 Ib/pie. La incertidumbre
estimada en la temperatura es £3°F correspondiente a una variacion en
la densidad de menos de 0.1 por ciento. Debido a que la incertidumbre
en la densidad del agua es de un orden de magnitud menor que las
otras cantidades, su efecto puede ser despreciado.

Los valores aproximados de los datos y errores maximos son entonces los
siguientes:

Variable Valor aproximado medicidn
W 100 Ib +51b
t 70 seg +1.0 seg
D 1 plg +0.03 plg

Las derivadas parciales de (2-5) necesidades para el uso de la ecuacion en la
forma de (2-4) son

8V, 4 3V, 4w 3V,  8W
SW  tnD% St tnD%pt? 8D trpD®
Consecuentemente,
AV = 42 AW — 4\2/V2At— SV!
tnDp nD"pt tnpD°AD
~ (4)(144) ~ (4)(100)(144) .
- (70)(3.14)(1)(62.3) (3.14)(2)(62.3)(70)’ (2.6)

(8)(100)(1,728)
< (70)(3.14)(62.3)(1)

=0.042AW -0.060At-100AD

AD

A fin de obtener el error maximo, los signos de AW seran tomados como
positivos y los signos de At y AD seran tomados negativos. Por tanto,
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AV =(0.042)(5)+ (0.060)(1.0)+(100)(%} =0.210 +0.060 +0.252

_|o.522 P
seg

Debido a que el valor aproximado de la velocidad es

(4)(100)(144) ie
V- e | e

El maximo porcentaje de error es:

£ (%522 )o0) -

4.21

Algunos puntos importantes son ilustrados por el caso anterior. Seré
observado que el error en una cantidad calculada que es una funcién de varias
mediciones directas depende de (1) la naturaleza de la funcién, (2) las
magnitudes de las cantidades medidas, y (3) las magnitudes de los errores.
Mas aun, variables como p, cuyos valores son conocidos de manera mucho
mas exacta que el del resto de las variables, pueden ser considerados
constantes, debido a que el error que introducen en el resultado final es
despreciable.

Es evidente que la Eq.(2-4) probablemente sobreestime el error involucrado en
la medicion. No toma en cuenta la posibilidad de errores compensatorios. Aun
mas seria es su falla de tomar en cuenta el método usado para obtener los
aproximados originales de incertidumbres de las cantidades medidas
directamente. Se presume que el ingeniero sintié que los errores excediendo
los estimados serian muy improbables. Claramente, entonces, la ocurrencia
simultdnea de tres extremos en errores es distintamente menos probable que la
ocurrencia de errores mas modestos. Por ejemplo, suponga que la
probabilidad de los errores asumidos en W, ty D en el caso 2.1 son cada uno
0.1, esto eso, que el 90% del tiempo, los errores reales son menores que esto.
Entonces, la probabilidad de obtener un error en V tan grande como el
calculado 12.4% es s6lo uno en mil. Métodos estadisticos modernos
frecuentemente permiten al analista tomar tales factores de probabilidad en
cuenta en el analisis de error. Cuando esto es posible, los resultados son mas
realistas y valiosos. Secciones subsiguientes discutiran algunos de estos
métodos.

A pesar del hecho que la Eq.(2-4) usualmente sobreestima la incertidumbre de
una cantidad dependiente, es una herramienta valiosa. En el caso de formulas
del tipo de (2-5), consistiendo de los productos de los poderes de las variables,
es posible efectuar una simplificacién en los calculos por el uso de errores
fraccionales. Para ilustrar esto, considere la funcion general

Q= e, q (2.7)
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Aplicando (2-4) da

AQ=(0g e on)ad *Ad, + (0 6 e an )b’ AG......
& 2.8)
AQ:aAqa+bAqb+ ............. +n%

Q qa qb qn

Que dice que el error fraccional en la funcion Q es dado por la suma de los
errores fraccionales en las cantidades medidas, cada uno multiplicado por la
respectiva potencia que aparece en la funcion. Cuando (2-8) es multiplicado
por 100, se ve que la misma regla aplica a errores porcentuales. Esta regla
provee una solucion rapida del ejemplo precedente.

CASO 2.2

Es sugerido que se haga un intento para medir V4 en (2-5) a un error de *
2.0%. Bajo esta condicion, ¢cuales son los errores permitidos en las
cantidades de mediciones directas W, ty D?

Tanto (2-4) y (2-8) pueden ser usados, pero es aparente que no hay respuesta
Gnica al problema como planteado. Ma&s condiciones son necesarias. Por
ejemplo, el valor de los dos errores puede ser fijado, por tanto el tercero es
fijado. En este tipo general de problema, debe reconocerse que la mano de
obra y gasto involucrado en medir las varias cantidades a un grado dado de
exactitud son diferentes. Idealmente, aquellas cantidades que son mas faciles
de medir deben ser medidas con la mayor exactitud, siendo mas tolerancia
permitida en las mediciones mas dificiles, a fin que la exactitud requerida en el
resultado final sea obtenida con un minimo de gastos de mano de obra e
instrumentos. Porque no hay una relacion general entre la dificultad y la
exactitud de las mediciones, esta condicibn no puede dar una expresion
matematica exacta. Como punto de inicio, es costumbre imponer la condicién
que los errores en las cantidades medidas directamente contribuyen
igualmente al error en la funcion. Esta condicidon se conoce como el “principio
de igual efectos.”

Aplicado a (2-4) con el entendimiento que el signo de cada Aq sera tomado de
tal forma que todos los términos sean del mismo signo y resultara en el maximo
error permisible en AQ, el principio de igual efectos da

AQ:nS—yAqlan—yqu S n——Adq, (2.9)

oa, 60, 6q

En el caso de una funcidbn como (2-7), es conveniente trabajar con errores
fraccionales y el principio de igual efectos reduce (2-8) a

£ = na% = nb% etc. (2-10)

qa qb
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Empleando (2-10) en la solucion del caso 2-2, hay resultados similares en el
caso de W

AV AW

100(7] ~20- (3)(1)(Wj(1oo)

De lo cual 100(AW/W) = 0.7 o +0.7 Ib/100 Ib. Célculos similares para los
errores permisibles en ty D dan +0.5 seg y +0.003 plg, respectivamente. Estos
resultados no deben considerarse inflexibles pero deben servir como base para
decidir la tolerancia de errores Optima en cada cantidad para asegurar un error
de no mas de 2% en la velocidad calculada, con mano de obra e instrumental
minimos.

Discusiones del tipo ilustrado por los dos ejemplos anteriores frecuentemente
sirven para revelar que cierta cantidad esta siendo medida con un grado mayor
de precision que la necesaria, en vista que la magnitud de los errores
inherentes a otras cantidades involucradas, o que atencion particular se
enfoque en la medicion exacta de cierta cantidad, por su inusual gran influencia
en el resultado calculado final. Desafortunadamente, en muchos casos
importantes las funciones son bien complejas, y son necesarios calculos
involucrando datos conocidos soOlo en la forma de tablas y curvas. La
estimacion de errores en tales casos son mas dificiles y puede ser logrado con
no poca frecuenta solo por repeticion real de los calculos y comparaciones de
los resultados obtenidos de diferentes juegos de valores de cantidades
medidas.

Muchos calculos de disefio importantes necesitan integraciones graficas. Por
ejemplo, uno puede enfrentar el problema de disefiar un intercambiador de
calor liquido-liguido donde ambos coeficientes varian considerablemente con la
temperatura. EIl area de transferencia de calor es calculado por la evaluacion
grafica de la integral

A = Az%

= 2.11
o UA (2.11)

Donde g y A son relacionados por el balance de calor y U, donde el coeficiente
general en cualquier punto, es una funcién compleja de las propiedades fisicas
del liquido, las cuales dependen de la temperatura. En este caso, un estimado
confiable del error en A debido a un dado error en la temperatura terminal es
mejor obtenido por la repeticibn entera de los célculos, si son utilizados
diferentes valores para temperatura. Es especialmente importante notar que
mientras mas pequefia la diferencia de temperatura A, se hace mas serio es el
error de la magnitud dada de a temperaturas medidas.

Los errores en datos de equilibrio son particularmente serios en muchos
calculos en procesos de transferencia de masa. Los calculos comunes en un
diagrama McCabe -Thiele del nimero de platos teoricos requeridos para
efectuar cierta separacion con cierto indice de reflujo provee un ejemplo
instructivo de la importancia de la exactitud en datos de equilibrio. En un
diagrama binario para una mezcla de baja volatilidad relativa; un pequefio
porcentaje de error en la distancia vertical de entre la curva de operacion y la
curva de equilibrio, con un porcentaje grande de error resultante en el nimero
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de platos tedricos. El cambio del nimero de platos teoricos dado al error en los
errores en datos de equilibrio es mejor calculado dibujando en la curva de
equilibrio en la posicion correspondiente al error estimado y repitiendo la
construccion para determinacion del numero de platos tedricos. Un
procedimiento similar debera ser empleado en la estimacion del error producido
por datos de equilibrio en el cobmputo del nimero de unidades de transferencia
en absorcion, extraccion o destilacion.
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